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RESUMEN

En este trabajo se presenta la deduccién de una férmula para el cédlculo aproximado de la
derivada enésima de una funcién en un punto. También se presenta un programa para el
calculo de derivadas basado en esa férmula.
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1. INTRODUCCION

El célculo de derivadas es parte de la practica diaria de la ingenieria. En este
trabajo se introduce una férmula para el calculo aproximado de la derivada
enésima de una funcién en un punto. Férmulas de este tipo se deducen en los
cursos de Analisis Numérico y son de interés para quienes hacen uso de

calculadoras programables.

2. DEDUCCION DE LA FORMULA

La derivada primera de la funcién f de la variable x en el punto x, es (Piskunov
1977)
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1 1 f (xo + Ax) — f (x0)
) = im, LT @1
Haciendo uso de la notacion:
X = Xo+ Ax, 2.2)
para variaciones Ax pequenas, sera
x)—f(x
fI () =~ M . (2 3)
Ax
La derivada segunda es entonces
T(xo +Ax) — 1 (x
fH(xo) ~ f ( 0 ) f ( 0) ) (2.4)
Ax
Pero
0 + Ax) ~ f(xo+2Ax) —f (x0 + Ax) : ©.5)
Ax
por lo tanto, reemplazando las ecuaciones (2.3) y (2.5) en la ecuacién (2.4),
Xo+2Ax) —2f (xo +Ax)+ [ (x
() ~ f (xo ) f(2o ) + [ (%0) . 2.6)
(Ax)
Procediendo del mismo modo, para la derivada tercera se tendra
T () ~ f (o +3Ax) =3 f (x0 + 2Aa;) +3f (0 +A0) — f (x0) .7
(Ax)
De la comparacion de estas expresiones, se deduce que
n n i '
Z(J(—l) Flxo + (0 — i) Ax]
£ ) = L2 @8

(Ax)"
(La igualdad se da cuando Ax — 0.)

3. DEMOSTRACION

A continuaciéon se demuestra la validez de la ecuacién (2.8) para todo ntimero

natural por el método de induccién completa (Mascé de Nasini y Lopez 1977).

Paran =1,
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1 1 .
Z(L.)(—l)lf[xoﬂl—imx]

1 1=0
~ 3.1
f (x0) (Ax)l ( )

y se obtiene la ecuacion (2.1).

Para n = k, supondremos que la igualdad se cumple.

Z(i)(—l)‘f[x0+(k—i)Ax]

=0 (3.2)

K ~
(%) =~ (Ax)k

Para verificar que (2.8) se cumple para todo nimero natural, bastara deducir la

expresion:

k+1

Z(k_gl)(—l)if[xo+(k+ 1—i)Ax]

K+1 1=0
~ ) 3.3
7 (x0) (Bl (3.3)
partiendo de la definicién de derivada de orden K+1,
K _rK
5 () [ (0 + AAx) f~ (o) 3.4)
X
De la ecuacion (3.2) se deduce que
5k
Z(i)(—l)if[xo +(k+1—-i)Ax]
K (%0 + Ax) = =2 3.5
£ (xo + Ax) ax) (3.9)
Reemplazando (3.2) y (3.5) en (3.4), se obtiene
5k
D)0 o+ e 1= i) - flo+ b - ) A
K+1 1=0
~ 3.6
7 (xo) B (3.6)
A continuacién se opera sobre el numerador de (3.6).
k
fK+1 (xo) (Ax)k+1 ~ (O) (- 1)O flxo + (R +1-1)Ax] + 3.7
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k
Z( )( 1 {flxo + (B + 1) Ax] — (3.8)
k-1 k .
(i)(—ly (Flxo + (kb — i) Ax] — 3.9)
1=0
k 2
(k)(—n £ (o) (3.10)

El término (3.8) puede ser escrito de otra manera, sustituyendo i por i+1,

k

k i+1 :
Z(i+1)(‘1) {(Flxo + (k — i) Ax],

1=0

lo cual permite asociarlo con el término (3.9), para obtener la expresion:

k

256

1=

(= 1) {10 + (b — i) Ax] .

Haciendo uso de la conocida férmula:
()= (o) ()
= +
m m-1 m
(Mascé de Nasini y Lopez 1977), la expresion (3.12) se transforma en

k

Z( )( 1 {fxo + (k — i) Ax] .

Sustituyendo i+1 por i,
b k1 , ‘
Z ( i )(—1)’ (Floo + (& + 1 - i) Ax] .
i=1
Ahora, la expresion (3.15) se puede asociar al término (3.7), para obtener
b k1 , ‘
Z ( i )(—1)’ (Floo + (& + 1 - i) Ax] .
i=0
Sumando el término (3.10), en la forma

DR F ()
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y, volviendo a la ecuacién (3.6), se obtiene finalmente la ecuacién (3.3).

4. IMPLEMENTACION

La ecuacion (2.8) puede ser usada para escribir programas que permitan obtener

valores aproximados de la derivada enésima de una funcién en un punto.

El siguiente programa (de 80 lineas) ha sido escrito para la calculadora CASIO
FX-602P.

LBL 2 MR 01 = - -

MR 01 x! X MROO 1

"n" + ( ) =

HLT ( ( x Min 00
Min 01 MROO 1 MR 02 GOTO1
Min 00 x! + /- = LBLO
MR 02 X ) MinF MRO05
"dx" ( xY GSBPO =

HLT ( MR OO0 x (

Min 02 MR 01 ) MR 04 MRO02
MR 03 - = = xY
"x0" MRO0 Min04 M+ 05 MRO1
HLT ) MR 03 MROO )

Min 03 x! + x=0 =
"dARO1£f/dxAr01" = ) ( GOTO 0 HLT
LBL1 ) MRO01 MROO0O GOTO2

(El comando GSBPO remite a un subprograma donde se define la funcién cuya

derivada se desea calcular.)

AGRADECIMIENTOS

Este trabajo fue realizado en el ano 1984, mientras cursaba la carrera de Ingenieria
Quimica. Su presentaciéon ha sido posible gracias al apoyo de la Academia de Ciencias

Luventicus.

REFERENCIAS

CASIO FX-602P Manual del propietario.

Mascé de Nasini, A. E. & R. Lopez 1977 Lecciones de Algebra y Geometria Analitica,
vol. 1, pags. 23 y 42. Buenos Aires: Editorial Universitaria Cultura Argentina.

Piskunov, N. 1977 Cdlculo Diferencial e Integral, tomo 1, pag. 74. Mosca: Mir.

Actas Acad. Luv. 2002, 4, 1-5



